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РАЗЛОЖЕНИЕ НЕПОЛНОГО СТАНДАРТНОГО БАЗИСА 

ПОЛЯ ( )mQ D
 
В МНОГОМЕРНУЮ ЦЕПНУЮ ДРОБЬ 

 
Приведен алгоритм разложения неполного стандартного базиса по-

ля иррациональностей ( )mQ D  в многомерную периодическую цепную 
дробь общего вида. 

 
The algorithm of decomposition of incomplete standard basis of the field 

( )mQ D
 
in the multidimensional periodic continued fraction of the general form. 
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Введение 
 
В последние десятилетия значительно возрос интерес к известному 

алгоритму Якоби [1—3] и его обобщениям [4—9], приводящим к поня-
тию многомерных цепных дробей. Объясняется это большей частью 
тем, что с помощью обычных цепных дробей, получаемых посредством 
алгоритма Евклида, полностью решается вопрос о нахождении так на-
зываемых единичных элементов в кольце [ ]O t , образованном присое-

динением к кольцу целых рациональных чисел иррациональности t , 
где t — целое рациональное число, не содержащее квадратов. В даль-
нейшем под [ ]mO t  будем понимать кольцо действительных чисел вида 
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  где , , 0, 1, , 1kt a k m   суть целые рациональные числа, t не 

содержит m-х степеней целых чисел с арифметическими операциями, 
индуцированными полем действительных чисел. Набор иррациональ-

ностей 1, , mmm t t   при этом будем называть неполным стандартным 

базисом кольца [ ]mO t . Попытки применения алгоритма Якоби при на-

хождении единиц в 3[ ]O t  позволили решить эту задачу лишь частич-
но. Связано это с периодичностью алгоритма Якоби. Перроном [8] до-
казано, что так называемая правильная двумерная цепная дробь в слу-
чае ее периодичности сходится к неполному стандартному базису 
кольца 3[ ]O t , более того, этот результат легко обобщается на случай 

[ ]mO t , m  3 [9]. 
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Однако доказательства обратного утверждения о разложении бази-
са кольца [ ]mO t  в периодическую (m  1)-мерную цепную дробь при 
m  3 неизвестно до сих пор. Для нахождения же единиц упомянутого 
кольца используются именно периодические многомерные цепные 
дроби. В многочисленных работах Бернштейна [2—7] и некоторых дру-
гих авторов приведены бесконечные классы колец [ ]mO t , в основном 
при m  3, для которых многомерная цепная дробь, получаемая при 
разложении неполного базиса кольца, оказывается периодической, но в 
общем случае периодичность таких разложений не доказана. 

Цель работы — исследование периодичности многомерной цепной 
дроби общего вида, которая получается при разложении неполного ба-
зиса кольца [ ]mO t . Приводится алгоритм разложения базиса кольца 

[ ]mO t  в периодическую многомерную цепную дробь общего вида, из 
которой для некоторых бесконечных классов параметра t могут быть 
получены правильные многомерные периодические цепные дроби. 
Схожие результаты имеются в работах автора [13—15]. Вопрос сходимо-
сти разложений в работе не обсуждается. Полученные разложения не 
всегда совпадают с приводимыми другими авторами, но последова-
тельности так называемых подходящих векторов, выписанные для при-
водимых разложений и полученных ранее, содержат общие элементы. 

 
1. Определение m-мерной цепной дроби 

 
1.1. Следуя Бриньону [10], определим m-мерную цепную дробь. 

В (m  1)-мерном пространстве рассмотрим последовательность векторов 
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при этом полагаем ( 1)
0 1ma   . Процесс образования векторов из  

(m  1)-мерного пространства с помощью соотношения 
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 k  1, 2, …, m  1; j  1, 2, …, (m  1), 

будем называть m-мерной цепной дробью. Такое название записанного 
итерационного процесса связано с тем, что в случае m  1 этот процесс 
приводит к образованию векторов двумерного пространства, коорди-
наты которых суть элементы подходящих дробей обычной цепной 

дроби общего вида 
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1.2. Данную (1.1) и (1.2) m-мерную цепную дробь запишем таблицей 
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конечной или бесконечной в зависимости от конечности или беско-
нечности последовательности (1.1). В первом случае m-мерную цепную 
дробь естественно назвать конечной, во втором — бесконечной. Вектор 
(1.1), если следовать терминологии обычных цепных дробей [11], назо-
вем n-м звеном m-мерной цепной дроби (1.3), а его координаты — члена-

ми n-го звена. 

(1)

( 1)

( 1)

n
m

n
m

n

A

A





 
 

  
 
 

A   — n-й подходящий вектор m-мерной цеп-

ной дроби, а вектор формальных дробей
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D  —  

n-й вектор подходящих дробей. Если ( )lim m
nn

D  существует и конечен, то m-мер-

ную цепную дробь естественно назвать сходящейся, а сам предел, то есть 
( ) ( ) ( ) ( )
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 D D  —значением цепной дроби (1.3), и говорить, 

что m-мерный вектор ( )mD  разлагается в m-мерную цепную дробь (1.3). 
1.3. Методом математической индукции установим соотношение 
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 доказанное О. Перроном [9] в слу-

чае, когда в m-мерной цепной дроби (1.3) все ( )
na  — целые числа, 

1, 2, , 1; 0, 1, ,m n      причем ( 1) 1; 0, 1, ;m
na n     

( )
na   0; 1, 2, , ;m    

1, 2,n    В этом случае, когда на члены звеньев цепной дроби налага-
ются такие условия, m-мерную цепную дробь называют правильной. 

1.4. К правильной цепной дроби приводит так называемый m-мер-
ный алгоритм Якоби — Перрона, который, согласно Л. Бернштейну [4], 
может быть определен так. Для вектора m-мерного пространства 
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Затем процесс повторяется для 1 . Имеем m-мерную цепную дробь 
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1.5. Две m-мерные цепные дроби будем называть равными, если сов-
падают последовательности их векторов подходящих дробей, то есть 
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если ( ) ( )' , 0, 1, ,m m
n n n D D   где ( )m

nD —вектор n-х подходящих дробей 
цепной дроби, стоящей в последнем равенстве слева, а ( )' m

nD —аналоги-
чный вектор дроби справа. 

По индукции легко доказать, что (1.4) верно тогда и только тогда, 
когда элементы членов звеньев m-мерных цепных дробей связаны: 
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           (1.5) 

где 1 2, ,p p — произвольная последовательность ненулевых элементов 
(чисел), 1, 0, 1, , ( 1).kp k m      Равенство (1.4) с (1.5) в теории обыч-
ных цепных дробей называется тождественным преобразованием [11]. 

1.6. Выше было отмечено, что при m  1 соотношения (1.1) и (1.2) 
приводят к обычной цепной дроби, которую можно записать в виде 
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Попытаемся и в случае m  1 найти выражение m-мерной цепной 
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Отсюда, выражая векторы подходящих дробей, получаем: 
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Легко заметить закон роста «многоэтажности» подходящих дробей, 
согласно которому понятие m-мерной дроби можно ввести следующим 
образом. Пусть задана m  1 последовательность каких-либо символов: 
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Определим формально операцию, применяемую к символам этих по-
следовательностей, которая заключается в переходе от символа ( )
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меним эту операцию к символам (1.7), причем операция применяется 
лишь к символам, имеющим наибольший нижний индекс. Итак, начи-
ная, например, с ( )

0a  , получаем последовательность дробей: 
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где все ( ) 0,j
na    если 1.j m     После «бесконечного числа» шагов 

получаем последовательность «многоэтажных» дробей, которая и будет 

последовательностью подходящих дробей вида 
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то есть последовательность   х координат векторов подходящих дро-
бей ( ) ( ) ( )

0 1 2, , ,m m mD D D   
 

2. Разложения 
 
2.1. Для обычных цепных дробей известно [12] разложение любой 

бесконечно дифференцируемой функции x(t) (производная n-го по-
рядка ( )

0( ) 0, 1, 2, )nx t n    в цепную дробь в окрестности 0t : 
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где 0 0 0, ( )n nT t t x x t   , а функция ( )nx t  связана с 1( )nx t  соотношением 
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Обычно разложение (2.1) называется формулой Тиле [11]. Используя 
ее, можно получить разложения в цепные дроби многих известных 
функций [12], пригодные для вычисления, например, их значений. 
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2.2. Разложение, аналогичное приведенному выше, для m-мерных 
цепных дробей, по всей видимости, будет иметь вид 
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где ( )
,0,0 0 0( ), 1, 2, , , , 1, 2, ,k

k k jx x t k m j      неизвестные пока посто-

янные. Полагая 0 ( ) ( ),k kx t x t  получаем: 
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и так далее. Из первого соотношения 
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По определению полагаем: 0
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Продолжая процесс, получаем: 
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Используя индукцию по n, нетрудно убедиться в справедливости 
соотношений ( )

, ,0 , 1, 2, , , 1, 2,n nx m n
       



В. К. Шурыгин 

 

161 161

Таким образом, m-мерная вектор-функция скалярного аргумента 

1( ) ( ( ), , ( ))mt x t x tx   разлагается в следующую m-мерную цепную дробь: 

 

1

1
, ,0 , 1,0 , ,,0,0 ,1,0

1,0,0 1,1,0 1, ,0 1, 1,0
1 1

,0,0 ,1,0 , ,0 , 1,0

2 ,0,0 2 ,1,0 2 , ,0 2 , 1,0

1,0,0 1,1,0 1, 1,01, ,0

p m m

p m
m p m m m mm m

p p
p p p p p m

p p
p p p p p m

p m

mp

T T TT
x T x T xx x T

x x T x T x T
x x T x T x T

x x T x T x T
x x xx






    
 







 
 

    
 
 
    
 
 

1
0

1, ,0
1

, ,0

2 , ,0

1, ,0

,

m

p
p m

p
p m

m

m

T

x T
x T

x T

x






 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  




 






  (2.2) 
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2.3. Рассмотрим несколько конкретных вектор-функций. 
А) Сначала найдем разложение в двумерную цепную дробь вектора 

(1) (1) (1) (2) (2) (2)2 2( , )         при некотором t, 3 3
0, .t t D    Имеем: 

 (1) (1) (1) (2) (2) (2)2 2
1,0,0 2 ,0,0, .x D D x D D           

Далее 
3 3 2 2

11 (2) (2) (2) (2)2 2( ) ,
( ) ( ) ( )

D D D
x t

D D D
    

 
       

 то есть 
2

110 (2) (2)

3
,

2
D

x
D


 

 

(1) (1) (1) (1)2 2

21 (2) (2) (2) (2)2 2

( ) ( ) ( )
( ) .

( ) ( ) ( )
D D D

x t
D D D

       
 
       

 Отсюда 
(1) (1)

210 (2) (2)

2
.

2
D

x
D

 


 
 

Продолжим процесс: 
(2) (2) (2) (2) 2 2

12 (1) (2) (2) (1)

(2 )( ( ) )( )
( ) ,

D D D D
x t

       


   
 

(2) (2) (2) (2)

22 (1) (2) (2) (1)

( )( ) ( )
( )

D D D
x t

     


   
 и, значит, 

(2) (2)2 2

120 (1) (2) (2) (1)

3 (2 )
,

D D
x

 


   
 

(2) (2)

220 (1) (2) (2) (1)

3 ( )
.

D D
x

 

   

 Далее будет получаться 
(1) (2) (2) (1)2

130 (2) (2)

3 ( )
,

2
D

x
D

   


 

 
(1) (2) (2) (1)2

(2) (2)
230 140 240(2) (2) (2) (2) (2) (2)

3 ( )3
3 (3 ), , .

5 (2 )(5 )
DD

x D D x x
D D D

   
    

     
 

Используя индукцию, нетрудно доказать: 
(2) (2)2 2

1,3 1,0 (1) (2) (2) (1)

3 ((3 1) )
,n

D n D
x 

  


   
 

(2) (2)

2,3 1,0 (1) (2) (2) (1)

3 ((3 2) )
,n

D n D
x 

  


   

(1) (2) (2) (1)2
(2) (2)

1,3 ,0 2,3 ,0(2) (2)

3 ( )
, 3 (3 ),

(3 1)n n

D
x x D n D

n D
   

   
  

 

 
(1) (2) (2) (1)2

1,3 1,0 2 ,3 1,0(2) (2) (2) (2) (2) (2)

3 ( )3
, .

(3 2) ((3 1) )((3 2) )n n

DD
x x

n D n D n D 
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Таким образом, рассматриваемая вектор-функция разлагается в 
следующую двумерную цепную дробь: 

 










 
 

 

   

 
 

   

2 2

2 21 (2) (2)(1)
2 (2) (2)2

(1) (2) (2) (1) (1) (2) (2) (1)2 (2)

2 2(2) (2)2 2 2 22
1 (1) (1)2

(1) (2) (2) (1) (1) (2) (2)2 (2)

3 ( ) 3 ((3 2) )2

2

3 (2 ) 3 ((3 1) )3

2

T T T

D D D n DD
D D T T T

D

D D D n DD
D D

D

     
   

        

    
   

       





 (1)

 

  

 

   

 

2 2

2 ( 1 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 1 )( 2 )

2 2( 2 ) ( 2 )

( 1 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 1 )2 2

22 ( 2 )( 2 )

3 ( )3 (3 )

((3 1) )((3 2) )

3 ( ) 3

(3 2)(3 1)

T T

DD n D T
T

n D n D

D D

n Dn D

      

       

    

      







.










 

Три последних звена в этой записи суть звенья с индексами соответ-
ственно 3n  1, 3n, 3n  1, n  1, 2, …, T  t  3 .D  Легко видеть, что при 

(2) 0   полученное разложение становится периодическим, если сле-
довать терминологии обычных цепных дробей. Это разложение 

 








2 22 2

(2) (2) (2)(1) (1) (1)

(2) (1) (1) (2)

(2) (2)2 2(1) (1) (1) (1)2 22 2

(1) (1)(2) (2)

32 3 3 3

3 3 33 3

TT TT T
D DTD D D D

T T T T

D DD D DD D

     
   

     
  

 
 

 

.








 

Наконец, в простейшем случае (1) (2) (2) (1) (1) (2)1, 0            : 

 
2

23 3

2 2 2

, 2 3
3 3

T T
t t D DT DT

D D D

 
 

  
 
 





. Вот так 

2

2 2 2

2 3
3 3

T T
D DT DT
D D D

  
  
  
  

  

 лучше за-

писывать периодические цепные дроби, выделяя период и предпериод. 
Б) Найдем разложение в четырехмерную цепную дробь вектор- 

функции 4 3 25 5 5 5( , , , ),t t t t  полагая 5 5
0 , .t D t    Имеем 

 4 3 2
100 200 300 400, , , ,x D x D x D x D     

5 5 4
4

11
0

( ) ,k k

k

D
x t D

D




 
  

 
 

4 4 3
3

21
0

( ) ,k k

k

D
x t D

D




 
  

 
 

3 3 2 22
2

31 41
0

( ) , ( ) .k k

k

D D
x t D x t D

D D




   
     

   

Таким образом, 4 3 2
110 210 310 4105 , 4 , 3 , 2 .x D x D x D x D     Далее можно 

найти: 

 
4 3 2 4 3 2

120 220 320 420 130 230 330 430

4 3 2 4 3 2
140 240 340 440 150 250 350 450

5 , 10 , 6 , 3 , 5 , 10 , 10 , 4 ,

5 , 10 , 10 , 5 , 5 , 10 , 10 , 5

x D x D x D x D x D x D x D x D

x D x D x D x D x D x D x D x D

       

       
 

и так далее. С 4-го звена будет однозвенная периодичность. Получаем: 
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2 3 4

2 3 3

4 3 2 2 2 2 2 2 2 2 25 5 5 5

3 3 3 3 3

4 4 4 4 4

2 3 4 5
( , , , ) 3 6 10 10 .

4 10 10 10
5 5 5 5

T T TT
D DT DT DT DT

t t t t D D T D T D T D T
D D T D T D T D T
D D D D D

  
  
  
     
  
      

 

2.4. Найдем разложение в (m  1)-мерную цепную дробь вида (2.2) 

вектор-функции  1
0, , , .m mm mt t t D   Для этого докажем три леммы. 

Лемма 1. Функции ( )nx t  из (2.3) имеют вид 

 ( )

0

( ) ,
m

k k m k
n n

k

x t a D



 



    (2.4) 

, 1, 2, , 1, 0, 1, ,      m t m n  причем (0) 1. na  

Доказательство. Используем индукцию по n. Утверждение очевидно 
при n  0. Пусть лемма справедлива при n  0, 1, …, p  1, тогда 

 

1 1
( ) ( )1 1

1, 1 1, 1
1, 1 1, 1,0 0 0

(1) (1)
1, 1 1, 1,0 1, 1 1, 1

( )
( )

( ) ( ) ( )

m m
k kk m k m

p p
p p k k

p
m p m p m p m p

a D a Dx t x
x t

x t x a D D a D

 
  

   
     


       

 
  

   

 
 

 =

( ) 1 1
1, 1

( )0
1, 1

0 0

( )
m

k k m k m k
p m m k

j m k jk kk
p

k j

a D D
a D D

D


   

   
 

 
 

 
  




   

= ( ) ( )( ) ( )
1, 1 1, 1

0 0 0 0

( ... ) .
m m k m

k j m k j jk kk m k m k m k k m k
p p p

k k j k

a D D D a D a D
  

     
    

   

             

При этом 
0

(0) (0) (0)
1, 1 1, 1

0

1.p p p
k

a a a    


    Согласно принципу математиче-

ской индукции отсюда следует справедливость леммы для n  0, 1, …  
Следствие 1. При   m  1 из леммы 1 вытекает: 

 (1) (1)
1, 1, 1, ,0 1, 1, 1, ,0( ) , (1 ) , ( ) .m m

m n m n m n m n m n m nx t t a D x a D x t x t D             

Следствие 2. Коэффициенты ( )k
na в представлениях ( )nx t в виде (2.4) 

удовлетворяют рекуррентным соотношениям ( )( ) (0)
1, 1 1, 1

0

, 1.
k

jk
n n n

j

a a a    


   

Лемма 2. Функции (2.4) удовлетворяют , 1( ) ( ), 1, 2, , 1.x t x t m       

Доказательство. При   1 согласно (2.3) имеем: 

 
1

100 000
11

01,0 1,0,0

( )
( ) .

( )

m m m
k m k

km m

x t x D
x t D

x t x D


 

 

  
   

    

Далее, 01 010
12

1,1 1,1,0

( )
( ) ,

( )

m m

m m

x t x D
x t

x t x D 

  
 

 
 то есть при   1 лемма имеет 

место. Допустим теперь, что , 1 ( ) ( ), 1, 2, , 1, .x t x t p p m        Тогда 
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1, 1, ,0
, 1

1, 1, ,0

( )
( ) .

( )
p p p p

p p
m p m p

x t x
x t

x t x
 


 





 Отсюда, согласно индуктивному предполо-

жению и следствию 1 из леммы 1, вытекает 1, 1 1, 1,0
, 1

( )
( ) ,p p p p

p p

x t x
x t

D
   







 

то есть согласно (2.3) , 1 ( ) ( ).p p ppx t x t    

Следствие 1. Для функций (2.4) имеют место равенства 
 , ( ) ( ), 1, 2, , , 0, 1,sx t x t m s       . 

Доказательство. При s  0 следствие очевидно, при s  1 оно вытекает 
из леммы. Пусть утверждение следствия верно при s  0, 1, …, p  1. То-

гда, согласно следствию 1 из леммы 1, 1, 1 1, 1,0
,

( )
( ) .p p

p

x t x
x t

D
     

 




   
Отсюда по индуктивному предположению и лемме 

 1, 1 1, 1,0 1, 1 1, 1,0
,

( ) ( )
( ) ( ),p p

p

x t x x t x
x t x t

D D
         

  

 
  

 
 

то есть согласно индукции следствие доказано.  
Следствие 2. Начиная с m  1 искомое разложение становится одно-

звенно периодическим. В самом деле, начиная с   m  1, равенства 

, ( ) ( )sx t x t    выполняются для всех функций (2.4). 

Лемма 3. Коэффициенты ( )
, 1
k
na   функций (2.4) имеют вид 

( )
, 1

( )!
, 1, 2, , 1, 1, 2, , , 0, 1, , .

! !
k n
n n k

n k
a C m n k m

n k  


              (2.5) 

Доказательство. Утверждение при n  0: ( ) 0
1 1 , 0, 1, ,k

ka C k m       
очевидно. Допустим, что (2.5) имеют место и при n  0, 1, …, p  1. Тогда 

согласно следствию 2 из леммы 1 ( ) 2 2( )
1, 1 2 2

1 1 0

1 1 .
k k k

j p pk
p p p j p j

j j j

a a C C 
      

  

      
 

Отсюда по известной формуле 1( )
1 .pk

p p ka C 
     

Следствие 1. Коэффициенты искомого разложения имеют вид 
 0 0( ) , 1, 2, , 1, 1, 2, , .n m

n n m nx x t C D m n
           

Доказательство. Согласно лемме 1, следствию 1 из леммы 1 и лемме 

3, ( ) ( )
0 1, 1

0

.
m

k mm m n m
n n n m n

k

x a D a D C D


  
    



    Таким образом, можно за-

писать, наконец, искомое разложение: 
2

1 2 2
2 3 1

11 2 211
1 1

1 2 2
1 2

11 12 21
2 3

1 22 2 2
1

1 1 11 1

p

p p
p

m pm p p mm p
m pm p m

m p m pm p
m p m p

m p m pm p
m p m p

mm m
m m

m mm
mm

T T T
C DT C DT C DTD

C D TC D T C DD
C D T C D TD

C D T C D TD

C D TD C D T
D C DC D



   
  

 
   

    
   

 


 




















   




 



1

1 2

1 1 1

11

1 1 21 1 2

2 22 2

1 11 1

.

m

m m
m

p p p m p p
m

p m p pp m p p
mm

p m p pp m p p
mm

mm
mm

mm
mm

T
C DT

T C D T
C D TC D T

C D TC D T

C D TC D T
C DC D



 

    

  

      





 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   








 



  (2.6) 
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Это однозвенно периодическая (m  1)-мерная цепная дробь, период 
которой начинается с (m  1)-го звена.  

2.5. Используя тождественное преобразование многомерных цепных 
дробей, описанное в 1.5, приведем полученное разложение (2.6) к виду 
обыкновенной (m  1)-мерной цепной дроби, то есть к виду, в котором 
верхняя строка таблицы (цепной дроби) состоит лишь из единиц. Под-
бираем последовательность множителей 1 2, , , ,np p p   так, чтобы 

 1
1 1 1m

k k m kp p p T 
       (2.7) 

для любого k  1, 2, …, при этом 1, 0, 1, , 1 ( 1).ip i m      Нетрудно 

убедиться, что (2.7) имеют место, если все 1 , , 1, 1, 2,k mlp T k ml p l      

 

1 2
2 3 1

1 2 2 22 2
3 4 2

1 11 1 2 1
1 1

1 2
1 2

1 11 1 2
2 3

2 1 2 2 2 1
1

1 1 1 1 1 1 1

p
p

p
p

m p m pm p p m p
m p m p m

m p m pm p p
m p m p m

m p m pm p
m p m p

m m m
m m

m m m
m m

C D C DD C D
C D C DD C D

C D C DD C D
C D C DD C D

C D C DD

D C D C D T
D C D T C D T





      
   

 
   

    
   

   


    




   



  



1

1 1 1

2 2 1

1 1 1

m p

p m p
m

m
m

m
m

T
C D T

C D T
C D T

 

   

 

 


























 

 

1 1 1 1

2 2 1 2 2 2 2

1 1 1 1 1 11

1

1 1 1 1 1 11

2 2 1 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

m m m
m m m
m m m
m m m

p m p p m p p m p
m m m

p m p p m p p m p
m m m

p m p p m p p m p
m m m

m m m
m m m

m m
m m m

C DT C D C D
C D T C D C D

C D T C D C D
C D T C D C D

C D T C D C D

C D T C D C D
C D T C D C

   

   

        

  

        

   

  




  



   



1

2 2 1

1 1 1

1

1 1 1

2 2 1

1 1 1 1 1

.

m
m

m
m

p m p
m

p m p
m

p m p
m

m
m

m m
m

C D
C D T

C D T
C D T

C D T

C D T
D T C D T



 

   

 

   

 

   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   








 



  (2.8) 

В записи (2.8) верхняя строка, состоящая из единиц, опущена. То же и в 
последующих разложениях в правильные цепные дроби. 

Таким образом, тождественное преобразование, примененное к 
(2.6), дает уже m-звенно периодическую (m  1)-мерную цепную дробь 
(2.8), период которой, как и ранее, начинается с (m  1)-го звена. 

Отметим, что если | , 1, 2, , 1p m p
mT C D p m   , то разложение (2.8) 

становится правильной цепной дробью, естественно, если T  0. Если 
же T  1, то правильной цепной дробью является уже разложение (2.6). 

Рассмотрим в заключение несколько примеров. 

А) Если m  3, то (2.8):  
1

23 3
2 2 1 2 2 12 1

2 3 33
, .

3 3 33

D D D DDT
t t

D D T D D TD T
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При 3 1t D  , то есть T  1, получаем двумерную правильную цеп-

ную дробь 2 2 2

2 3
.

3 3
D D D
D D D

  
  
   

 При 3t D D  : 2 2

2 3 3 3
.

3 3 3 3
D D D D
D D D D D

  
  
   

 

При 3 3t D  : 2 2 2 2 2

2 3 3
.

3
D D D D D
D D D D D

  
  
     

Наконец, если 3 3 ,t D D   то 

 
2 2

2 1 3 3
.

3
D D D D
D D D D D

  
  
   

  (2.9) 

В работе Л. Бернштейна [3] приводится разложение такого же векто-
ра, найденное непосредственно с помощью алгоритма Якоби: 

 
2 2

1 0 0 2 1 1 0 1
.

1 1 3 3 1 1
D D D D

D D D D D D

    
       

  (2.10) 

Сравним эти двумерные дроби при D  2, то есть разлагая 33( 196 , 14) . 
Разложение (2.10) примет вид 

 

2 1 0 0 3 1 0 1 3
5 2 1 2 15 2 1 1 15

0 1 5 11 12 29 482 1005 1034 2521 41922
1 0 2 5 5 12 200 417 429 1046 17394
0 0 1 2 2 5 83 173 178 434 7217







 

Три последних строки — координаты подходящих векторов-столбцов. 
Разложение (2.9) при D  2 будет иметь вид 

 

2 4 1 6 6 1 6 6
4 2 2 12 2 2 12 2

0 1 4 12 29 424 1034 2521 36880 89920
1 0 2 5 12 176 429 1046 15302 37309
0 0 1 2 5 73 178 434 6349 15480







 

Некоторые подходящие векторы этих двух различных разложений 
совпадают. Это, по-видимому, будет иметь место и в более общем слу-
чае. Просто доказать, что 3 3 329 14 12 196 5 3 14 29 12 5 1,           то есть 

3 329 12 14 5 196    — один из единичных элементов кольца 3[ 14]O , 

а 1 3 31 2 14 196.     Легко проверить, что 1 — основная единица. 
Б) Вот трехмерная цепная дробь, получающаяся из (2.8) при m  4: 

  
1

3 2 2 2 2 1 2 1 2 2 2 14 4 4

3 3 1 3 1 3 1 3 3 1 3 1

2 3 4 4 4 4
, , 3 6 6 6 6 6 .

4 4 4 4 4 4

D D D DT D D D
t t t D D D T D T D D D T

D D T D T D T D D T D T



  

    

  
  

   
  

  

 

Отсюда имеем несколько правильных трехмерных цепных дробей. 

При 4 1t D  : 2 2 2 2

3 3 3 3

2 3 4
3 6 6 .
4 4 4

  
  
  

    

D D D D
D D D D
D D D D
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При 4 2t D  : 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3

2 3 2 4 4 4
3 3 3 6 6 3 .
2 2 2 4 2 2

D D D D D D D
D D D D D D D
D D D D D D D

  
  
  

    

 

При 4t D D  : 2 2 2 2

3 2 2 2 3 2 2

2 3 4 4 4 4
3 6 6 6 6 6 .
4 4 4 4 4 4

D D D D D D
D D D D D D D
D D D D D D D

  
  
  

    

 

При 4 2t D D  : 2 2 2 2

3 2 2 2 3 2 2

2 3 2 4 4 4
3 3 3 6 6 3 .
2 2 2 4 2 2

D D D D D D
D D D D D D D
D D D D D D D

  
  
  

    

 

Аналоги подобных разложений автору пока неизвестны. В даль-

нейшем автор найдет единичные элементы колец mO t 
   с помощью 

разложений (2.6) и (2.8) и в более общем случае попытается применить 
эти разложения к решению диофантовых уравнений, к которым сво-
дится задача представления целого рационального числа разложимы-
ми формами. 
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УДК 517.4 
 

М. В. Кретов 
 

О СЛАБО ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХ 
СО ЗНАЧЕНИЯМИ В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

 
Исследуются свойства слабо почти периодических функций со зна-

чениями в банаховом пространстве. 
 
Properties of poorly almost periodic functions with values in Banach 

space are researched. 
 

Ключевые слова: почти периодическая функция, слабо почти периодиче-
ская функция, банахово пространство, функционал, конечное -деление про-
странства, норма, компактное множество, равностепенная непрерывность. 

 
Key words: almost periodic function, poorly almost periodic function, Banach space, 

functionality, finite - division of space, norm, compact set, equipotential continuity. 
 
Продолжается исследование почти периодических функций со 

значениями в банаховом пространстве [1—5]. 
Определение 1. Функция f (t) со значениями в банаховом простран-

стве E слабо почти периодическая [6], если на любом линейном функцио-
нале [7] функция ( ) ( ( ))t l f t   является почти периодической. 

Для слабо почти периодических функций со значениями в банахо-
вом пространстве доказаны следующие теоремы. 

Теорема 1. Если f (t) — слабо почти периодическая функция со значе-
ниями в банаховом пространстве E, то множество ее значений ограничено. 

Доказательство. Так как ( ( ))l f t M  для любого числа t, то согласно 
теореме Банаха — Штейнгауса, нормы функционалов l также будут огра-
ничены, то есть ( ( ))l f t ( )l f t  sup ( )l f t M  для некоторого ко-

нечного числа M > 0, значит, ( )
sup

M
f t

l
 , где норма sup l  ограничена. 

Без ограничения общности можно считать, что sup 0l  , следова-

тельно, теорема доказана.  

© Кретов М. В., 2013 
Вестник Балтийского федерального университета им. И. Канта. 2013. Вып. 10. С. 168—170. 




